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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ êîìïüþòåðíîé ãðàôè-
êè î÷åíü àêòóàëåí âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè èëè íåïðè-
íàäëåæíîñòè òîé èëè èíîé òî÷êè ê çàäàííîé îòêðûòîé
èëè çàìêíóòîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà R2 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé. Âîïðîñ îá
ýòîì, ê ïðèìåðó, íåèçáåæíî âñòàåò ïðè ëþáîé çàäà÷å êîì-
ïüþòåðíîé ãðàôèêè â ðàñêðàñêå òåõ èëè èíûõ îáëàñòåé
çàäàííûì öâåòîì, íàïðèìåð, âèçóàëèçàöèÿ îáúåêòîâ
ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîé òîïîãðàôèè, îïèñûâàåìûõ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñïèñîê ïðèìåðîâ ìîæíî ïðî-
äîëæèòü.

Ëþáàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíà îòêðûòîìó èëè çàìêíóòîìó êðóãó, è â ýòîì ñìûñ-
ëå îíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòà. Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû
ðàñêðàñêè îáëàñòåé èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, ýâðèñòè÷åñ-
êèå ñîîáðàæåíèÿ, îáû÷íî ýòî ðàçëè÷íûå âàðèàöèè ñêà-
íèðîâàíèÿ îáëàñòè ëó÷àìè ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíè-
åì ôàêòà ïåðåñå÷åíèÿ ñêàíèðóþùåãî ëó÷à ñ ãðàíèöåé îá-
ëàñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ, è, â
öåëîì, íåïëîõî ïðèñïîñîáëåíû äëÿ ðàáîòû ñ âûïóêëû-
ìè îáëàñòÿìè. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåâûïóêëûõ îá-
ëàñòåé ñëîæíîé òîïîãðàôèè çàäà÷à ðàñêðàñêè ïîðîé ðåç-
êî óñëîæíÿåòñÿ è ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñóùåñòâåí-
íî ïàäàåò, àâòîðû íåîäíîêðàòíî ñòàëêèâàëèñü ñ ýòîé ïðî-
áëåìîé ïðè ðàñêðàñêàõ ñëîæíûõ «íåòðèâèàëüíûõ» äâó-
ìåðíûõ ðèñóíêîâ â îôòàëüìîëîãèè.

Â ôóíêöèÿõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âèçóàëèçàöèè îô-
òàëüìîëîãè÷åñêèõ «êàðòèíîê» íåðåäêî òðåáóåòñÿ òî÷íîå
ïîçèöèîíèðîâàíèå òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ ñ äîñòîâåðíûì çíàíèåì ïðèíàäëåæíîñòè õàðàêòåð-
íûõ «îïîðíûõ» òî÷åê òåì èëè èíûì çàìêíóòûì îáëàñ-
òÿì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå âñòðîåííûõ â èíñòðó-
ìåíòàëüíûå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà ôóíêöèé ëèáî íå-
âîçìîæíî, ëèáî îíè îòñóòñòâóþò âîîáùå. Àíàëîãè÷íûå
ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü, êàê äîâåëîñü óáåäèòüñÿ
îäíîìó èç àâòîðîâ, â ðåøåíèè çàäà÷ ñ ãåîãðàôè÷åñêèìè
êàðòàìè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèìè â âîï-
ðîñàõ ñâÿçè ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé
ïåðåäà÷è äàííûõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðèíàäëåæ-
íîñòè èëè íåïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ê çà-
äàííîé îòêðûòîé èëè çàìêíóòîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, ëåæàùåé â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå R2.

1. ÏÎÒÎÊ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÏÎËß

Ïóñòü â R2 çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy
ñ îïðåäåëåííîé â íåé çàìêíóòîé, òî åñòü ñîäåðæàùåé â
ñåáå âñå ñîáñòâåííûå ïðåäåëüíûå òî÷êè, îäíîñâÿçíîé
îáëàñòüþ G ⊂ R2, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿ
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ ⊂ KC1 ñ çàäàííîé âíåøíåé íîð-
ìàëüþ n. Ðàññìîòðèì ïîòîê F ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
V(x, y) = r /r2, ãäå r  = r (x, y) � ðàäèóñ � âåêòîð òî÷êè (x,y),
÷åðåç ãðàíèöó γ îáëàñòè G. Åñëè ïîëå V(x, y) òðàêòîâàòü
êàê ïîëå ñêîðîñòåé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
òî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ïîòîê ïîëÿ
÷åðåç ãðàíèöó áóäåò ðàâåí íóëþ (ñêîëüêî æèäêîñòè âòå-
êàåò â îáëàñòü, ñòîëüêî è âûòåêàåò), åñëè íà÷àëî êîîð-
äèíàò O(0, 0) ∉ G, è íàïðîòèâ, ïîòîê ïîëÿ íå ðàâåí íóëþ
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà O(0, 0) ∈ G. Äîêàæåì ýòîò
ôàêò.

Âñþäó â ðàáîòå âåêòîðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ëàòèí-
ñêèìè áóêâàìè ñ âûäåëåíèåì æèðíûì øðèôòîì. Ìîäó-
ëè âåêòîðîâ è äðóãèå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àåì
îáû÷íûì øðèôòîì.

Çàïèøåì âûðàæåíèå òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî �
Ãàóññà â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì: dV � ýëåìåíò ïëîùàäè îáëàñòè G, ds �
ýëåìåíò äëèíû ãðàíèöû γ, (V, n) èëè (V, n) � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïîëÿ V(x, y) è íîðìàëè ê ãðàíè-
öå n. Òîãäà:

                 (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå (V, n) = (r /r2, n) =
Cos(r, n)/r.

Â äàííîì ñëó÷àå âûðàæåíèå Cos(r, n) îçíà÷àåò êî-
ñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè r  è n.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå Cos(r, n)ds/r, ãäå ds � ýëå-
ìåíò äëèíû ãðàíèöû γ. Íà ýëåìåíòå ds âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â O (0, 0). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíò ds
èç òî÷êè O (0, 0) áóäåò âèäåí ïîä óãëîì dϕ = Cos(r, n)ds/
r, îòñþäà ñëåäóåò:

• Åñëè O(0, 0) ∉ G – òî÷êà ëåæèò âíå îáëàñòè G, òî
ïîëíûé ïîòîê F = 0;

• Åñëè O(0, 0) ∈ γ � òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñ-
òè G, òî ïîëíûé ïîòîê F= π;

• Åñëè O(0, 0) ∈ G è O(0, 0) ∉ γ � òî÷êà ëåæèò âíóò-
ðè îáëàñòè G, òî ïîëíûé ïîòîê F = 2π;
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ R2

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïðîñòîé è îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè (âíóòðè, íà
ãðàíèöå, âíå) òî÷êè ê ñâÿçíîé îáëàñòè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2. Äîêàçàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîððåê-
òíîñòü àëãîðèòìà. Àëãîðèòì ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëåí â çàäà÷àõ è ïðèëîæåíèÿõ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè.
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 Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîäêðåïèì ñòðîãèìè âûêëàäêàìè.
 Äëÿ âåêòîðà r (x, y) íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè

ÿâëÿþòñÿ

Cos(r, Ox) = x/r, Cos(r, Oy) = y/r.

Òàêèì îáðàçîì

r (x, y) = r{ Cos(r, Ox), Cos(r, Oy) } = r{ x/r, y/r }

Ïóñòü äëÿ âåêòîðà n åäèíè÷íîé íîðìàëè ê êðèâîé γ
íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè áóäóò Cosλ, Cosµ, ãäå λ, µ
� óãëû âåêòîðà n ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox, Oy. Èç
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ïðè íàòó-
ðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé (èëè åå ãëàäêîãî êóñ-
êà), x = x(s), y = y(s), ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð �
äëèíà ïóòè ïî êðèâîé â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ èìå-
þò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

dx/ds = – Cosµ, dy/ds = Cosλ

 è òàêèì îáðàçîì n = { Cosλ, Cosµ } = { dy/ds, – dx/ds }.
 Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî

 Cos(r, n) = Cos(r, Ox) Cosλ + Cos(r, Oy) Cosµ =
= xdy/rds – ydx/rds

è âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïîòîêà ïðåîáðàçóåòñÿ â
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  Èíòåãðàë ïî êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé îò äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìû (2) â ëèòåðàòóðå íîñèò íàçâàíèå
èíòåãðàëà Ãàóññà.

 Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî V(x, y) = {P(x, y), Q(x, y)} = {-y/
r2, x/r2} = -y i/r2 + xj /r2, ãäå i, j  � åäèíè÷íûå îðòû êîîðäè-
íàòíûõ îñåé Ox, Oy. Î÷åâèäíî
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Òî åñòü ïîëå V(x, y) ñîëåíîèäàëüíî.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
• O(0, 0) ∉ G � òî÷êà ëåæèò âíå îáëàñòè G; ôóíê-

öèè P(x, y), Q(x, y) è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå P
x
(x,y),

Q
y
(x,y) íåïðåðûâíû â G, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (1)

è (3) ïîëíûé ïîòîê F = 0.
• Åñëè O(0, 0) ∈ G è O(0, 0) ∉ γ � òî÷êà ëåæèò âíóò-

ðè îáëàñòè G; ôóíêöèè P(x,y), Q(x,y), èõ ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå P

x
(x,y), Q

y
(x,y) íå îïðåäåëåíû â òî÷êå O(0,0) è

íå ìîãóò áûòü äîîïðåäåëåíû â O(0,0) äî íåïðåðûâíîñ-
òè, ôîðìóëà (1) íåïðèìåíèìà. Âû÷èñëèì ïîòîê F ïîëÿ
V(x, y) ÷åðåç îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â O(0,0). Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïîëÿ âñþäó ñî-
âïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè n, è ìîäóëü âåêòîðà
ïîëÿ íà òî÷êàõ îêðóæíîñòè ïîñòîÿíåí è |V(x, y)| = 1/R,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê F = 2πR*1/R = 2π. Ðàçóìååòñÿ, òîò
æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èì, âû÷èñëÿÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåã-
ðàë âòîðîãî ðîäà ïî îêðóæíîñòè îò äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû: ω = (xdy – ydx)/(x2 + y2).

 Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

x = RCost, y = RSint
(ρ > 0, 0 = t < 2π, dx = -Rsint*dt, dy = Rcost*dt)

è ïðîèíòåãðèðîâàòü ôîðìó â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà, î÷åâèäíî, íå èçìåíèòñÿ. Äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòü âíóò-
ðè êîíòóðà γ îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà
ρ > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå O (0, 0), ÷òîáû íå áûëî ïåðåñå-
÷åíèé ñ êîíòóðîì, ñîåäèíèòü äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè
îêðóæíîñòè ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè êîíòóðà
äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè, ïîëó÷àòñÿ äâà
çàìêíóòûõ êîíòóðà, ðàññìîòðåòü äâà êðèâîëèíåéíûõ èí-
òåãðàëà ïî ýòèì äâóì çàìêíóòûì êîíòóðàì, íå ñîäåðæà-
ùèì O (0, 0), ýòè êîíòóðû èìåþò îáùóþ ãðàíèöó òîëü-
êî ïî äâóì îòðåçêàì, èíòåãðàëû ïî êîíòóðàì íà ýòèõ
îòðåçêàõ âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.

 

 Ðèñóíîê 1. Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ïî âåðõíåìó è íèæíåìó
êîíòóðó ðàâåí 0, ïîñêîëüêó êîíòóðû íå ñîäåðæàò òî÷êè
O(0, 0), èõ ñóììà òàêæå ðàâíà íóëþ. Îäíîâðåìåííî èõ

ñóììà ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ èíòåãðàëîâ òîëüêî ïî âíåøíåìó
ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó (íà ðèñóíêå äëÿ ïðèìåðà èçîáðàæåí
ýëëèïñ) è òîëüêî ïî âíóòðåííåìó (îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå O(0, 0)), ïîñêîëüêó èíòåãðàëû ïî îòðåçêàì âçàèìíî

óíè÷òîæàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî âíåøíåìó
êîíòóðó ðàâåí èíòåãðàëó ïî îêðóæíîñòè è ðàâåí 2π.

• O(0, 0) ∈ γ � òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè G;
èíòåãðàë îò ôîðìû

ω = (xdy – ydx)/(x2 + y2) = Cos(r, n)ds/r

áóäåò íåñîáñòâåííûì, íî ñõîäÿùèìñÿ, äîêàæåì ýòî. Ìû
äàæå äîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü áóäåò àáñîëþòíîé.

Ïóñòü t � òàíãåíöèàëüíûé êàñàòåëüíûé åäèíè÷íûé
âåêòîð êðèâîé γ, èíà÷å ãîâîðÿ t = dr /ds = { dx/ds, dy/ds }.

ßñíî, ÷òî

|Cos(r, n)| = |Sin(r, t )| = |Sin(xdx/ds + ydy/ds)| =
= |Sin(0.5d(x2+y2)/ds)| = |Sin(0.5dr2/ds)|,

ñëåäîâàòåëüíî,

|Cos(r, n)|ds/r = |Sin(r, t )|ds/r = |Sin(0.5dr2/ds)|ds/r

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè r  à (0, 0) Sin(r, t ) à 0 è íàéäåò-
ñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè O(0,0), ãäå
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Îá àëãîðèòìå îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè...Â.Í. Êàíþêîâ, À.Ä. Ìóðàøîâ
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Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ôîðìóëå (4) î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â (0, 0). Êðîìå ýòîãî ìû âîñ-
ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ à 0, Sinξ/ξ = 1, ïî-
ìèìî ýòîãî ãðàíèöà îáëàñòè G – γ ∈ KC1, à ñëåäîâàòåëü-
íî, ýòî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ.

Ðèñóíîê 2. Òî÷êà O (0, 0) â íà÷àëå êîîðäèíàò. Èíòåãðàë ïî
ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó 1-2-4-1 ðàâåí èíòåãðàëó ïî êîíòóðó

1-2-3-1, ïðè ýòîì ó÷àñòîê 1-2 ó íèõ îáùèé, èíòåãðàë ïî
êîíòóðó 1-3-2-4-1 ðàâåí íóëþ, òàê êàê òî÷êà O (0, 0) ëåæèò

âíå êîíòóðà, ïîìèìî ýòîãî èíòåãðàë ïî ó÷àñòêó 2-3-1,
ïðåäñòàâëÿþùåìó èç ñåáÿ äóãó îêðóæíîñòè, ðàâåí èíòåãðàëó
ïî ó÷àñòêó 2-4-1, ïîñêîëüêó èõ êîíöû ñîâïàäàþò. Â ïðåäåëå
ïðè r > (0, 0) èíòåãðàë ïî ó÷àñòêó 2-3-1 ðàâåí p, ïîòîìó ÷òî

ó÷àñòîê 2-3-1 ñòðåìèòñÿ ê ïîëóîêðóæíîñòè.

Ïîëíûé ïîòîê F = π. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ.
• Ýëåìåíòàðíûé ïîòîê δF íàøåãî ïîëÿ V(x, y) ÷å-

ðåç ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ds ãëàäêîé êðèâîé γ ìû ìî-
æåì âû÷èñëÿòü êàê δF = dϕ, ãäå ϕ(x,y) � ôóíêöèÿ � ïî-
ëÿðíûé óãîë òî÷êè (x,y), îïðåäåëÿåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
2πk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Ýòà ôóíêöèÿ â òåîðèè ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî õîðîøî èçâåñòíà. Ïðè-
ðàùåíèåì êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z âäîëü êðèâîé γ
áóäåò ∆γarg(z) = Im∫γdς/ς = ∫γ(xdy-ydx)/(x2+y2). Îäíà èç
âåòâåé ôóíêöèè ϕ(x,y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå R2\(0,0)
ñîîòíîøåíèåì:

dϕ = Cos(r, n)ds/r = (xdy – ydx)/(x2 + y2)
ïðè (x,y) ≠(0,0).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x ≠0 èìååò ìåñòî

dϕ = (xdy – ydx)/(x2 + y2) = d[arctg(y/x)]

Îêîí÷àòåëüíûé âèä âåòâè ôóíêöèè ϕ:

{(x,y)| R2\(0,0)}à [0, 2π)

áóäåò òàêèì:

Òàáëèöà 1.

ϕ(x,y) = arctg(y/x) ïðè x > 0, y ≥ 0 
ϕ(x,y) = π/2 ïðè x = 0, y > 0 
ϕ(x,y) = π - arctg(y/|x|) ïðè x < 0, ó > 0 
ϕ(x,y) = π ïðè x < 0, ó = 0 
ϕ(x,y) = π + arctg(y/x) ïðè x < 0, ó < 0 
ϕ(x,y) = 3π/2 ïðè x = 0, ó < 0 
ϕ(x,y) = 2π - arctg(|y|/x) ïðè x > 0, ó < 0 

• Ïóñòü L(ζ,η) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè
R2, K(x,y) ∈γ � ïåðåìåííàÿ òî÷êà êðèâîé, r

L
 – ðàäèóñ �

âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé L(ζ,η) è K(x,y), òî åñòü
r

L
2 = (x – ζ)2 + (y – η)2,

òîãäà âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïîòîêà
ïîëÿ V(x,y), ïîðîæäàåìîãî ýòèì âåêòîðîì.

• Ê ñîæàëåíèþ, ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ϕ(x,y) íåóäîá-
íî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ
ïîñòîÿííî îòñëåæèâàòü íåîáõîäèìîñòü äîáàâëåíèÿ èëè
íåäîáàâëåíèÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè 2π.

• Ðàññìîòðèì ïîòîê ∆F ïîëÿ V(x,y) ÷åðåç îòðåçîê
ïðÿìîé, òîãäà ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü óãîë, ïîä êîòî-
ðûì âèäåí ýòîò îòðåçîê èç íà÷àëà êîîðäèíàò, êàê ïîòîê
∆F ïîëÿ V(x,y) ÷åðåç ýòîò îòðåçîê, ïðè÷åì óãîë äîëæíû
ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðàè÷åñêóþ âåëè÷èíó. Àëãåáðà-
è÷åñêèé çíàê ýòîãî ïîòîêà ∆F, à çíà÷èò è óãëà, îïðåäå-
ëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îòðåçêó è ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè äâà ïðî-
èçâîëüíûõ âåêòîðà r

1
(x

1
,y

1
), r

2
(x

2
,y

2
) ëåæàò â ïëîñêîñòè

xOy, òî èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå r
z
=[r

1
, r

2
] ðàâíî âåê-

òîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ {x
1
,y

1
,0}, {x

2
,y

2
,0}, ïðè-

÷åì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîëëèíåàðíûì îñè Oz. Êîîðäè-
íàòû r

z
 = {0,0,x

1
y

2
-x

2
y

1
}, òàêèì îáðàçîì, íàïðàâëåíèå

âåêòîðà r
z
 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì åãî òðåòüåé êîîðäèíàòû

ðàâíîé ïðîåêöèè íà Oz:
x

1
y

2
-x

2
y

1
> 0, íàïðàâëåíèå r

z
 ñîâïàäàåò ñ Oz, ïîòîê

∆F > 0
x

1
y

2
-x

2
y

1
< 0, íàïðàâëåíèå r

z
 ïðîòèâîïîëîæíî ñ Oz,

ïîòîê ∆F < 0
x

1
y

2
-x

2
y

1
= 0, r

z
 = {0,0}, âåêòîðû r

1
(x

1
,y

1
), r

2
(x

2
,y

2
)

êîëëèíåàðíû, ïîòîê ∆F=0
• Ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ

Rn ñ n > 2.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
ÏÐÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÊÈ
Ê ÎÄÍÎÑÂßÇÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÅÂÊËÈÄÎÂÀ
ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ R2

 Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè âñå
îáëàñòè ïî÷òè âñåãäà àïïðîêñèìèðóþòñÿ çàìêíóòûìè
ëîìàíûìè ëèíèÿìè, ñîñòîÿùèìè èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ
ëèíèé. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü âñåãî
âûøåñêàçàííîãî äëÿ îáëàñòåé ñ òàêîé ãðàíèöåé.

Ïîñòðîèì àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
èëè íåïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
ê îäíîñâÿçíîìó ïëîñêîìó ìíîãîóãîëüíèêó.

Çàäà÷à. Ïóñòü äàíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû N âåð-
øèí ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè:
A

1
(x

1
,y

1
), A

2
(x

2
,y

2
), …, A

N
(x

N
,y

N
). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,

íàõîäèòñÿ ëè âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà òî÷êà A
0
(x

0
,y

0
) ýòîé

æå ïëîñêîñòè? Ñ÷èòàåì, ÷òî âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû äîë-
æíûì îáðàçîì è ñàìîïåðåñå÷åíèé ñòîðîí íåò.

Ðåøåíèå.
1. Äëÿ êàæäîé ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà A

1
A

2
; …,

A
N-1

A
N
; A

N
A

1
 ïðîâåðÿåì, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà A

0
(x

0
,y

0
)

êàêîé-íèáóäü ñòîðîíå. Äëÿ ýòîãî ïðîùå âñåãî, íå âû-
÷èñëÿÿ íèêàêèõ èíòåãðàëîâ, çàïèñàòü óðàâíåíèå îòðåç-
êà ïðÿìîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, íàïðèìåð äëÿ ñòî-
ðîíû A

1
A

2
:

Åñòåñòâåííûå íàóêè
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X(t) = x
1
 + (x

2
 – x

1
)t

Y(t) = y
1
 + (y

2
 – y

1
)t, ãäå t ∈ [0, 1]

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè óðàâíåíèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè
A

0
(x

0
,y

0
), ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà t
0
 [íàïðèìåð: ïðè x

2
–x

1
≠0, t

0
=(x

0
–x

1
)/

(x
2
–x

1
)], ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿåì åãî ïðèíàäëåæíîñòü ìíî-

æåñòâó [0,1]. Åñëè òî÷êà A
0
(x

0
,y

0
) ïðèíàäëåæèò êàêîé-òî

ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà, ðàáîòà çàêàí÷èâàåòñÿ, èíûìè
ñëîâàìè, ïîëíûé ïîòîê ïîëÿ ÷åðåç ãðàíèöó âû÷èñëåí, F
= π. Ïîñëå ÷åãî ïðèíèìàåòñÿ òî èëè èíîå ðåøåíèå.

• Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî x
2
 = x

1
,
 
y

2

= y
1
 íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó òî÷êè A

1
, A

2
 ðàçëè÷íûå.

• Êðîìå ýòîãî äëÿ ëþáîé òðîéêè òî÷åê A
0
, A

i-1
, A

i

(i = 1, …, N) âûïîëíÿåòñÿ ïàðà, ïî êðàéíåé ìåðå íå-
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ òðåóãîëüíèêà (|c| ≤ |a + b|, |a| ≥
|c – b|). Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ óãîë ∠A

i-1
A

0
A

i
 (â ðàäè-

àííîé ìåðå) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

∠A
i-1

A
0
A

i
 = arccos[(A

0
A

i-1
2+A

0
A

i
2-A

i-1
A

i
2)/

(2*A
0
A

i-1
*A

0
A

i
)]                            (5)

Ôîðìóëà (5) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òî÷êè
A

0
, A

i-1
, A

i
 ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, â ýòîì ñëó÷àå

∠A
i-1

A
0
A

i
 = π/2, ïîòîê ∆F = 0.

2. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà (5) âñåãäà äàåò íåîòðèöàòåëü-
íîå çíà÷åíèå äëÿ óãëà, à èìåííî: 0 ≤ ∠A

i-1
A

0
A

i
 ≤ π, ïî-

ýòîìó äëÿ êàæäîé ïàðû íåíóëåâûõ âåêòîðîâ

A
0
A

1
(ξ

1
,η

1
),A

0
A

2
(ξ

2
,η

2
); A

0
A

2
(ξ

2
,η

2
),A

0
A

3
(ξ

3
,η

3
); …

 A
0
A

N-1
(ξ

N-1
,η

N-1
),A

0
A

N
; A

0
A

N
(ξ

N
,η

N
), A

0
A

1
(ξ

1
,η

1
);

âû÷èñëÿåì ÷èñëà f
1
, f

2
, …, f

N
, ÿâëÿþùèìèñÿ ïîòîêàìè

ïîëÿ V(x,y), ÷åðåç îòðåçêè A
1
A

2
, A

2
A

3
, …, A

N-1
A

N
, A

N
A

1
,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5).
f

1 
= sign(ξ

1
η

2
–ξ

2
η

1
)*∠A

1
A

0
A

2

f
2 
= sign(ξ

2
η

3
–ξ

3
η

2
)*∠A

2
A

0
A

3

…

___________________________
Ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû:
1. Â.À. Çîðè÷. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ò. 1, 2. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1984.

f
N-1 

= sign(ξ
N-1

η
N
–ξ

N
η

N-1
)*∠A

N-1
A

0
A

N

f
N 
= sign(ξ

N
η

1
–ξ

1
η

N
)*∠A

N
A

0
A

1

Êàê îáû÷íî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, äëÿ τ ôóíê-
öèÿ sign(τ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sign(τ) = 1, åñëè τ > 0
sign(τ) = 0, åñëè τ = 0
sign(τ) = -1, åñëè τ < 0

Ýòèì ñàìûì âû÷èñëåíà êàæäàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ
âåëè÷èí � óãëîâ (= âåëè÷èíà ïîòîêà ïîëÿ V ÷åðåç ñòîðî-
íó ìíîãîóãîëüíèêà), ïîä êîòîðûì èç òî÷êè A

0
(x

0
,y

0
) âèä-

íà ýòà ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà.

3. Íàõîäèì ñóììàðíûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó ìíî-
ãîóãîëüíèêà, òî åñòü âû÷èñëÿåì ñóììó ïîòîêîâ

F = ∑f
i
 = f

1
 + f

2
 + … + f

N

4. Åñëè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ |F| = 2π, òî÷êà A
0
(x

0
,y

0
)

ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, èíà÷å, åñëè ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ F = 0, òî÷êà A

0
(x

0
,y

0
) ëåæèò âíå ìíîãîóãîëü-

íèêà. Êîíåö ðàáîòû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà âûòåêàåò
èç åãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ïóíêòû 1, 2, 3 ìîæíî
âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî. Àëãîðèòì ïðîñò è ýôôåêòèâåí
â ðàáîòå, âðåìÿ ðàáîòû T(N) = O(N), ãäå N � êîëè÷åñòâî
ðåáåð, O � ñèìâîëèêà, èñïîëüçóåòñÿ â îáùåïðèíÿòîì â
ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ñìûñëå, òî åñòü çàâèñèò ëèíåé-
íî îò êîëè÷åñòâà âåðøèí.

Âñå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îáîáùàþòñÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíè-
öåé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ. Áîëåå òîãî, ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ìîæíî ñäåëàòü îáîáùåíèå è äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Âîçìîæíî
îáîáùåíèå äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé.

Îá àëãîðèòìå îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè...Â.Í. Êàíþêîâ, À.Ä. Ìóðàøîâ


